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Abstract: Dealing with orientation or geometrical restitution of pictures in photogrammetry also means dealing with
rotations and transformations. Therefore the assumption that all the respective questions should have been solved
properly already seems to be logic. But in practice considerable problems arise when discrete values have to be trans-
formed for real applications, especially when measured angles, e. g. of an inertial navigation system or of a photo
theodolite have to be included in the calculations. Even photogrammetic textbooks and publications cannot grant sup-
port in every single case, as not all of them show the basic mathematical relations correctly.

For this reason the aim of this article is to promote the comprehension for rotations of space, coordinate transfor-
mations and measured angle values. It describes the basic relations and gives advices for practical applications and
parameterisation of rotations. The indicated formulas grant a successful application especially for e. g. inertial naviga-
tion systems like AEROcontrol as well as for terrestrially measured orientation angles.

Zusammenfassung: Drehungen und Transformationen begegnen uns in der Photogrammetrie stdndig, wenn es um
die Orientierung oder geometrische Auswertung von Bildern geht. Man sollte also meinen, dass damit verbundene
Fragestellungen vollstdndig beherrscht werden. In der Praxis zeigt sich jedoch immer wieder, dass erhebliche Proble-
me auftreten, sobald diskrete Werte fiir reale Anwendungen umzusetzen sind. Dies gilt insbesondere, wenn gemessene
Winkel z.B. eines Inertialsystems oder eines Phototheodoliten in Berechnungen einbezogen werden sollen. Auch pho-
togrammetrische Lehrbiicher und Veroffentlichungen sind hier nicht immer eine Hilfe, da nicht alle die grundlegenden
mathematischen Beziehungen korrekt darstellen.

Dieser Artikel soll das Versténdnis fiir riumliche Drehungen, Koordinatentransformationen und gemessene Win-
kelwerte fordern. Er beschreibt daher die grundsétzlichen Beziehungen und gibt Empfehlungen zur praktischen An-
wendung und zur Parametrisierung der Drehungen. Die angegebenen Formeln garantieren einen erfolgreichen Einsatz
insbesondere z.B. fiir Inertialsysteme wie AEROcontrol sowie auch fiir terrestrisch gemessene Orientierungswinkel.

Einleitung

Als Geodisie-Student habe ich es nie geschafft wirklich
tiefes Verstdndnis fiir die Fragen von mitgedrehten Ach-
sen und raumfesten Achsen in der Photogrammetrie zu
entwickeln. Als frischgebackener Assistent am Institut
fir Photogrammetrie und Ingenieurvermessungen der
Universitdt Hannover wurde ich der Abteilung fiir Inge-
nieurvermessungen und Nahbereichsphotogrammetrie
zugeordnet. Im Rahmen der vorbereitenden Arbeiten zur
Altstadtsanierung in Hameln war es 1978 eine meiner
ersten Aufgaben, gemessene Orientierungswinkel von
photogrammetrischen Aufnahmen in eine Biindelausglei-
chung mit einzubeziehen, um so Passpunkte an den wun-
derschonen historischen Gebduden -einzusparen. Die
Bilder wurden damals weitestgehend mit einer SMK 120
aufgenommen, sodass auch eine Beriicksichtigung der
festen Beziehungen zwischen jeweils einem Aufnahme-
paar sinnvoll erschien.

Die notwendigen mathematischen Beziehungen ein-
schlieflich der Taylor-Linearisierungen waren umfas-
send in einer Dissertation dargestellt. Da ich zu diesem
Zeitpunkt bereits auf neun Jahre Erfahrungen in der
Softwareentwicklung zuriickblicken konnte, war ein
entsprechendes Programm schnell entwickelt. Zu mei-
nem Leidwesen zeigten sich in den Ergebnissen aber
immer wieder unerkldrliche Spannungen. Mir kamen
daher Zweifel an der Richtigkeit der verwendeten For-
meln [2]. Ein Studium der photogrammetrischen Lehrbii-
cher fiihrte auch nicht weiter, da es deutliche Widersprii-
che gab.

Durch Kontakte mit einem der mathematischen In-
stitute an der Universitdit wurde ich auf das Buch
"Matrizen” von R. Zurmiihl [3] aufmerksam. Der §5
dieses Buches schaffte Klarheit. Zusammen mit dem
"Handbuch der Vermessungskunde” Band III a/l [1]
konnte ich dann die mathematischen Zusammenhinge
richtig formulieren und in erfolgreiche Software umset-
zen.

Im Laufe der Jahre bin ich dann gelegentlich immer
wieder mit Kollegen zusammengetroffen, die dieselben
Probleme mit dem Verstidndnis der mathematischen Zu-
sammenhénge hatten. Zum Teil ist dies sicher auch durch
eine ungeschickte Wahl der Begriffe "mitgedrehte Ach-
sen” und "raumfeste Achsen” zuriickzufiihren. Das Wis-
sen um eine korrekte Formulierung scheint im Laufe der
Jahre etwas verschiittet worden zu sein — bei [1] findet
man eine richtige Darstellung, die Griinde sind jedoch
(fir mich) nur im Zusammenhang mit [3] richtig zu ver-
stehen.

Schreibt man eine Software fiir Biindelausgleichung,
die als einzige Winkel die des photogrammetrischen
Luftbildes enthalten, so ist es vollig egal, wie man die
Formulierung der Winkel vornimmt. Ob mitgedreht oder
raumfeste Achsen, ob Drehreihenfolge ¢, ®, k oder «, o,
® — es spielt gar keine Rolle. Die Neigungswinkel ¢ und
o sind bei normalen Luftbildern klein und eine Kontrolle
der Werte ist ohnehin nicht moglich. Die Drehmatrix R
in der iiblichen Kollinearititsgleichung (1) ist auBerdem
von ihrer Parametrisierung unabhdngig. D.h.: fiir ein
konkretes Messbild existiert zu einem Bildvektor |X’, Y/,
c| genau eine einzige Drehmatrix R, die die Gleichung



erfullt. Sie kann durch einen Satz von drei Drehwinkeln
oder Rodrigues-Parametern eindeutig beschrieben wer-
den.

X-Xo=ARX (1)

Will man jedoch einen Zusammenhang herstellen zwi-
schen den Winkeln der Drehmatrix R und gemessenen
Orientierungen so kann ohne eine exakte Abfolge der
Drehungen bzw. Drehmatrizen kein richtiges Ergebnis
erzielt werden. Dies ist der Fall bei der Anwendung von
inertialen WinkelmeBsystemen wie AEROcontrol von
IGI. Auch bei der Aufeinanderfolge von Drehungen, wie
sie in analytischen und digitalen photogrammetrischen
Systemen iiblich sind, ist eine genaue Reihenfolge zu
beachten (z.B. Drehung vom Modell ins Geldndesystem
sowie vom Modell in die beiden Bilder).

Aus Anlass der 25-Jahr-Feier der Firma IGI und der
Bedeutung dieser Zusammenhénge fiir das IGI-System
habe ich mich zu einer grundlegenden Darstellung zu
diesem Thema entschlossen.

2 Drehung des Raumes und
Koordinatentransformationen

Grundsitzlich sind zwei verschiedene Auffassungen zu
unterscheiden: Die Drehung der Raumes und die Trans-
formation von Koordinaten [3].
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Abb. 1: Drehung des Raumes um «

Bei der Drehung des Raumes betrachten wir eine
Punktwolke in einem gegebenen Koordinatensystem.
Ohne die Lage dieser Punktwolke zu veréndern, drehen
(und ggf. verschieben) wir das Achsenkreuz des Koordi-
natensystems und bringen es somit in eine neue Position
relativ zu der Punktwolke (Abb. 1). Dies entspricht der
Drehung um mitgedrehte Achsen. Nach meiner Auffas-
sung ist jedoch der Begriff von der Drehung des Raumes
sehr viel zutreffender und anschaulicher. Nach [3] steht
die Drehmatrix dabei am neuen Vektor.

a=Ra" (2)

(2) stellt also mit a® den Vektor a nach Drehung des
Raumes (um mitgedrehte Achsen) um R dar.

Bei der Transformation von Koordinaten betrachten
wir nur ein einziges Koordinatensystem, dessen Achsen
im Raum festliegen (raumfeste Achsen). Die Punktwolke

wird innerhalb dieses Raumes bewegt und in Orientie-
rung und Position verdndert (Abb. 2). Die mathematische
Darstellung ist:

a"=Ra (3)
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Abb. 2: Transformation einer Punktwolke

In (3) ist a" der mit R transformierte Vektor a. Beide
Vorstellungen verhalten sich also genau invers zueinan-
der.

Werden nun mehrere Drehungen nacheinander aus-
gefiihrt, so ist (2) mehrfach anzuwenden. Es sei X ein
Vektor im urspriinglichen Grund-System (Ground, G).
Der Raum wird um x gedreht {4). Diese Drehung vom
Grundsystem um « ergibt mit X den im gedrehten Raum
dargestellten Vektor x. Die néchste Drehung von X
erfolgt um ¢ (5). Die Matrix RK(p dreht den bereits um «
gedrehten Raum weiter in einen zuséitzlic%l um ¢ gedreh-
ten Raum. Der Vektor X wird nun zu X ". Die néchste
Drehung erfolgt mit R, um o aus dem bel:(reits um k und
¢ gedrehten Raum heraus. Der Vektor x ist also in
einem um alle drei Winkel gedrehten Raum dargestellt

(©).

x=Rg" x" )
x = RK(P x¢ (5)
XK(p _ R(P(o XK(p(D 6)

Setzen wir nun (6) in (5) und das Ergebnis daraus wieder
in (4) ein, so folgt (7):

x=Rg Ry Ry X 7

kurz X =Ry Ry Ry X’ 7

Vektor X" in Gleichung (7) stellt somit den Vektor X in
einem um K, @ und ® gedrehten Raum dar.

Es ist deutlich, dass aufeinanderfolgende Drehungen
des Raumes grundsitzlich durch Multiplikation der
Drehmatrizen bewirkt werden, keinesfalls durch Additi-
on der Winkel. (7) kann auch als fortgesetzte Transfor-
mation von X' nach x aufgefasst werden, dann aber mit
der Reihenfolge o, ¢, .



3 Parametrisierung, Singularitiaten
und Wahl der Drehreihenfolge

Die Gleichung (7) ist immer frei von Singularititen, da
alle R orthogonale Matrizen sind, d.h. ihre Inverse ist
gleich der Transponierten und existiert daher in jedem
Falle. Die Parametrisierung von R mit Drehwinkeln
fiihrt jedoch regelmiBig zu Problemen, wenn der zweite
Drehwinkel ein rechter Winkel wird. Die erste Drehachse
wird dann genau in die dritte Drehachse hineingedreht,
sodass der erste und der dritte Winkel nicht mehr vonein-
ander unabhingig sind. Daraus folgt, dass mit einem
einzigen Satz von Drehwinkeln nicht alle Raumrichtun-
gen beschrieben werden konnen. Abhilfe bietet z.B. eine
Parametrisierung nach Rodrigues. Sie ist immer dann zu
empfehlen, wenn es nicht erforderlich ist, mit den Para-
metern eine Anschauung zu verbinden. Alternativ kann
man zwei verschiedene Winkeldefinitionen zur Paramet-
risierung wihlen, die den Vorteil einer sehr guten An-
schaulichkeit bieten:
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Abb. 3: Terrestrische Drehwinkel

Abb. 3. und Abb. 4. zeigen eine Empfehlung zur Defini-
tion von Drehwinkeln fiir terrestrische Bilder und fiir
Luftbilder. In beiden Definitionen sind fiir Standardauf-
nahmefille die Drehwinkel Null. Entscheidend ist zusitz-
lich die Wahl der Drehreihenfolge:

Um fiir terrestrische Drehwinkel eine Verkniipfung
zwischen den Orientierungswinkeln eines Bildes und von
einem Phototheodoliten gemessenen Aufnahmerichtun-
gen herzustellen sowie fiir eine gute Anschaulichkeit der
Aufnahmerichtungen ist dringend die Drehreihenfolge ¢,
®, k empfohlen. Dann ist ¢ der Horizontalwinkel, o der
Hohenwinkel und « die Bilddrehung. Die Kollineari-
tatsgleichung lautet dann fiir terrestrische Bilder:

X-Xo = ARy Ry R X' (8)

Fiir Luftbilder werden in der Praxis die Drehreihenfolgen
¢, ®, K oder ®, @, k bevorzugt. Im von mir entwickelten
Biindelprogramm BINGO wird ¢, ®, k benutzt. Diese
Festlegung wiirde ich heute anders treffen, ndmlich «, ¢,
®, weil dann auch bei schrigen Luftaufnahmen eine gute
Anschauung der tatsdchlichen Aufnahmerichtung ermog-
licht wird.

Abb. 4: Luftbilddrehwinkel

Abb. 5 zeigt einen Bildflieger der in Steigflug mit ¢= 33
gon Aufnahmen macht. Wir unterstellen hier Schrigauf-
nahmen seitlich aus dem Flieger heraus mit o= 50 gon.
Bei West-Ost Flugrichtung ist k= 0 gon. In diesem Fall
sind auch bei einer Drehreihenfolge ¢, o, k die Winkel
¢=33 und ®= 50.

Abb. 6 Flugsituation bei k = 250

Wird nun nur die Flugrichtung auf k= 250 geéndert
(Abb. 6), so bleiben die Winkel = 33 und o= 50 nur bei
einer Drehreihenfolge k, ¢, ® mit ihren Werten erhalten.
Bei einer Drehreihenfolge ¢, o, k sind die Winkel dann
¢= -56, = -16 und = -156. Die Anschauung ist also
vollstandig verloren gegangen. Das liegt daran, dass die
k-Drehung in einem Raum erfolgt, der bereits um ¢ und
o gedreht ist, also selbst schrig im Raum liegt.

X-Xo = ARy Ry Ry, X' ©9)

Fiir Luftbilder wird daher die Kollinearitétsgleichung (9)
empfohlen.



4 Inertialsysteme

Auch bei der Kalibrierung von Inertialsystemen wie
AEROcontrol sind Koordinatensysteme und Drehreihen-
folgen sorgfiltig auszuwihlen. Besondere Beachtung
kommt der Reihenfolge der Drehmatrizen zu. Eine nicht
strenge Formulierung der Beziehungen fiihrt schnell zu
falschen Ergebnissen. Haufig wird in der Praxis beobach-
tet, dass sogar die aus einer Aerotriangulation ermittelten
Drehwinkel direkt durch Subtraktion mit den Messwer-
ten der IMU (inertial measurement unit) verglichen wer-
den. Dies ist in jedem Falle unzuldssig. Die Drehung
zwischen IMU und Kamera kann nur mit einer Drehmat-
rix formuliert werden.
Da auch bei sorgfiltigster Montage der IMU an der Ka-
mera immer eine kleine Schiefstellung zwischen den
Achsen der IMU und der Kamera iibrig bleibt, ist diese
Schiefstellung durch Kalibrierung zu bestimmen. Fiir die
Praxis wird empfohlen, die gegenseitige Schiefstellung
der Achsen direkt in einem Schritt innerhalb der Biin-
deltriangulation zu bestimmen. Dazu sind dann nicht
einmal Passpunkte erforderlich, weil die GPS Daten den
Bildverband bei sinnvoller Anordnung voll ausreichend
stiitzen.

Die IMU liefert pro Foto die Orientierung der
IMU - nicht des Fotos. Gegeben sei fiir ein Foto die
Drehmatrix der IMU Rg, die das Objektsystem in den
IMU-Raum dreh‘. Aus jedem Punkt X im Objektraum
wird nach (10) @ im IMU-Raum. Die Drehung des Ob-
jektraumes ins Foto wird mit (11) beschrieben.

RGI a
RGF x'

(10)
(11)

Die Weiterdrehung des Bildraumes ins System der IMU
erfolgt mit (12). Durch Einsetzen von (12) in (11) und
gleichsetzen mit (10) erhalten wir die, Beziehung (13)
zwischen Foto und IMU. Die Matrix Rf ist die kalibrier-
te Weiterdrehung des Bildes ins System der IMU.

x' = R|=I a
RGI _ RGF RFI

(12)
(13)

Die grundlegende Beziechung (13) ist die Basis fiir die
Kalibrierung der IMU. Gleichgiiltig ob die Elemente der
Matrix RF an einem Testblock bestimmt werden, oder
ob eine Biindelblockausgleichung durch IMU-Werte
stabilisiert werden soll, es wird fiir alle Fille empfohlen,
diese Matrixelemente simultan in der Biindelblockaus-
gleichung zu ermitteln. Dazu ist eine Linearisierung nach
Taylor vorzunehmen, die dann auf ein recht umfangrei-
ches Gleichungssystem fiihrt. ®, Q, K sind die gemesse-
nen Winkel der IMU, v®, vQ, vK deren Verbesserungen
und d¢@, dw, dk die gesuchten Kalibrierwinkel.

O +vd =1 (p, w, K, dp, dw, dk)
Q+vQ =1, (¢, w, K, dp, dw, dk)
K+ vK =f; (0, w, K, do, dw, dk)

(14)

Im Biindelblockprogramm BINGO werden diese Kalib-
rierwinkel automatisch als Unbekannte beriicksichtigt,
sobald IMU-Winkel als Beobachtungen gegeben sind.

5 Wahl des Koordinatensystems

Eine IMU liefert die Winkel fiir jeden Punkt sofort direkt
im Schwerefeld der Erde. Jeder Messwert hat also seinen
Bezug in einem lokalen Tangentialsystem, dessen Ur-
sprung im jeweiligen Messpunkt liegt. Die Nordrichtung
ist bis auf sehr kleine Restfehler Geographisch Nord.
Liegen die Passpunktkoordinaten im UTM oder GauB-
Kriiger-System vor, so sind die IMU-Winkel lediglich
um die Meridiankonvergenz zu korrigieren um sie eben-
falls streng in ein solches System zu iibertragen.

Die Messwerte der IMU liefern keinerlei Anlass, ei-
ne Ubertragung aller Koordinaten und Winkel in ein
lokales Tangentialsystem vorzunehmen. Diese von ande-
ren Autoren teilweise vorgeschlagene Vorgehensweise
ist beziiglich der IMU-Winkel unbegriindet. Allenfalls
konnten die verzerrten Koordinaten von Passpunkten und
DGPS-Projektionszentren eine solche Vorgehensweise
begriinden. Wer also bisher trotz Projektionsverzerrun-
gen von UTM oder GauB3-Kriiger seine Biindelblocke in
diesen Systemen ausgeglichen hat, muss wegen der
IMU-Winkel auf keinen Fall eine Anderung der Vorge-
hensweise vornehmen.

Bisherige Erfahrungen rechtfertigten noch in keinem
Falle einer normalen Biindelausgleichung einen Uber-
gang in ein lokales Tangentialsystem.
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